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 معادلات ديفرانسيل/برق
  
  
  
  
  

  معادلات مرتبه اول خاص
dy  : جداپذير-1 dyy ' f (x)g(y) f (x)dx f (x)d(x) G(y) F(x) C

g(y) g(y)
= → = → = → = +∫ ∫  

  
  :مثال  

x y y x y x y x xy ' xe y 'e xe e dy xe dx e e c y ln c e− ⎛ ⎞= → = → = → = + → = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫

2 2 2 2 21 1
2 2  

y   : معادلات درجه صفر-2 ' f (x, y) f (kx,ky)= =  

y اين گونه معادلات با تغيير متغير u
x
  :شوند  مي تبديلبه معادله جداپذير كه در مورد قبلي ذكر شد، =

y ux y ' u 'x u f (x,ux) f ( ,u) u 'x f ( ,u) u= → = + = = → = −1 1 )             معادله جداپذير(  

du dx du yln x c H(u) H ln x c
f ( ,u) u x f ( ,u) u x

⎛ ⎞→ = → = + → = = +⎜ ⎟− − ⎝ ⎠∫1 1  

  : مثال  
y
x x yy ' e

x
+

= +  
u uu 'x u e u u 'x e→ + = + + → = +1    درجه صفر1

( )u
u

y y
x x

du dx ln e ln x c
xe

ln e ln x c x e C

−

− −

→ = → − + = +
+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ − + = + → + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1
1

1 1
  

) صورت و مخرج، يك خط هستند( معادلات دوخطي -3
nax by cy '

a 'x b 'y c '
⎛ ⎞+ +

= ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
  

  .كند  معادله را حل ميu=ax+byدو خط موازي هستند؛ تغيير متغير ) 1: دو حالت دارد

yدو خط متقاطع هستند؛ تغيير متغير ) 2          yu
x x
−

=
−

x كه 
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  . نقطه تلاقي دو خط است

:y :مثال   u
x

⎛ ⎞ −
⇒ =⎜ ⎟ −⎝ ⎠

1 1
1 x  نقطه تلاقي1 yy '

x y
+ −

=
−

2  

(x )x u(x )y u(x ) y ' u '(x ) u u '(x ) u
x u(x )

−+ + − −
→ − = − → = − + → − + = =

− − −

11 1 21 1 1 1 1 1
( u)

(x )
+

−

1
1 ( u)−1

u uu '(x ) u
u u

+ +
→ − = − =

− −

21 11 1 1 )    معادله جداپذير(  

u dx y ydu tg ln ln | x | C
x x xu u

− ⎛ ⎞⎛ ⎞ − −⎛ ⎞⎜ ⎟→ − = → − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫

21
2 2

1 1 1 11 11 1 2 11 1
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 معادلات ديفرانسيل/برق
,M(xمعادله  y)dx N(x, y)dy+ ,u(x ديفرانسيل كامل است اگر = y) c=آنگاه داريم.ه باشد جواب معادل:  

u M
u u xdu dx dy dc

ux y N
y

∂⎧ =⎪∂ ∂ ∂⎪= + = = ⇒ ⇒⎨∂∂ ∂ ⎪ =
⎪ ∂⎩

شرط ديفرانسيل كامل  N M:
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
 

(y)معادله كامل نيست  :مثال   ( x)ydx xdy ( )
y x

∂ ∂ −
− = − = − − = ≠ →

∂ ∂
1 1 2  

)در اين موارد، معادله را در عبارتي به نام فاكتور انتگرالساز  )μامل شودكنيم تا معادله ك  ضرب مي:  
( y) ( x) xydx xdy y

y x y x
∂ μ ∂ −μ ∂μ ∂μ

μ −μ = → − = →μ + + μ + =
∂ ∂ ∂ ∂

 

   : باشدx تنها تابعي از μكنيم تابع  فرض مي

'y(x) x ' ln ln x (x)
x x'

x

∂μ⎧ =⎪ μ −∂⎪μ = μ → ⇒ μ+ μ = → = → μ = − →μ =⎨ μ∂μ⎪ = μ⎪∂⎩

2
2 12 2  

→  معادله كامل 
u y yu g(y)
x xy yx: dx dy u C
u yx xx u h(x)
y x x

∂ −⎧ = → = +⎪∂ −⎪− = → ⇒ = =⎨∂ − −⎪ = → = +
⎪∂⎩

2
2

1
1  

y cx→ =  يك خط گذرنده از مبدأ 

  دلات انتگرالي خاص  معا-5
b(x)

a(x)
f (x) g(x) h(t)f (x, t)dt= + ∫  

  مشتق: روش حل           ،f(x)تعيين : هدف

  : نكته  
b(x) b

a(x) a

d ff (x, t)dt b 'f (x,b) a 'f (x,a) dt
dx x

′⎛ ⎞ ∂⎜ ⎟ = − +
⎜ ⎟ ∂
⎝ ⎠

∫ ∫  

)  :مثال   )
x

t x x xf '(x)f (x) e e f (t)dt f ( ) ? , f '(x) e f (x) e ln f (x) e c
f (x)

= + → = = + → = → = +∫ 2 2 2 2
1

12 1 2  

  : از خود معادله قابل دستيابي استx=1يك شرط مرزي در .  نياز به شرايط مرزي داريمCبراي يافتن 

tf ( ) e e f (t)dt e e= + = + = →∫
1 2
1

1 گذرد   مي
e
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1   تابع از

( )xe e (e e )
ln e e c c e f (x) e f ( ) e

− + − +
→ = + → = − → = → =

3 2 4 21 11 12 2 2 21 11 22 2  

  هاي متعامد دسته منحني
f فرض كنيد جواب معادله (x, y, y ') ,g(x، دسته منحني = y,c) fدر اين صورت جواب معادله .  باشد= (x, y, )

y '
−

=
، دسته منحني 1

h(x, y,c)   . متعامدندh و gشود كه   مي=
  
  
  

دسته منحني

 'yشيب

ي دسته منحن

شيب 
y '

−
1 



 
 

 33

 معادلات ديفرانسيل/برق
  

cyxeمسيرهاي قائم خانواده منحني روبرو چيست؟ : مثال   =1  
  

گيريم و سپس حل   ميLn در اينجا ابتدا از دو طرف . را تنها كنيد سپس مشتق بگيريدCبراي حل اين گونه سؤالات ابتدا : توجه  
  .كنيم مي

y y 'ln xln x ln x xln x cy c c
y y y

−
+ = → + = → = − → = →2

1
 معادله قائم 

y ln x
x y ':

y

−
− =2

1 1
 

ln x x xy yy ' x ln x y ln x c
x y '

→ + = → + = → + − =
2 421 1

2 2 4  

ln است و نيازي به استفاده از قدر مطلق در <x توجه در اين معادله   | x   . نيست|
lnاستفاده از  | x   .كند كه در اينجا لازم نيست ها مي ، دسته منحني اضافه را وارد جواب|

   : خطي1معادله مرتبه 
y  )  باشد1ضريب بالاترين مرتبه حتماً: (فرم كلي ' a(x)y b(x)+ =  

y   : تغيير متغير لازم براي حل uv=  
u 'v uv ' auv b (v ' av)u vu ' b→ + + = + + =  

 *u و v توابع دلخواه هستند؛ vكنيم كه ضريب  اي انتخاب مي  را به گونهuصفر شود : v ' av+ =  
  .شود  باشد، معادله همگن ناميده ميb=0اگر * 

 (yh) كنيم  معادله همگن را حل مي-1: روش حل

2- u′ايم كه  هيعني فرض كرد. (كنيم  برابر معادله همگن را حل ميv=yhو )  استuيابيم  را مي.  
3- p hy uy=يابيم ، جواب خصوصي را مي.  
h جواب عمومي -4 py cy y= +  

  :مثال  
x

x

x

y yy ' x e , y( ) e ln ?
x x

y ' y x e
x

→
= + = − ⇒ =

− =

2
3

2

2 1 1

2
  

x معادله همگن x x x
h p hy ' y ln y ln x y x u 'x x e u ' e u e y uy e x

x
− = = → = → = → = → = → = =2 2 2 22 2  

x x x

x x

x x x

y cx e x x (c e ) y( ) e c e c y x (e )

y e elim lim lim
xx→ → →

→ = + = + → = − + = + → = − → = −

−
→ = = =

2 2 2 2

3

1 1 1 1
1 11

 

   خطي1عادله مرتبه هاي منجر به م حالت
1(  y ' ay by y y ' ay b v y v ' ( )y 'yα −α −α −α −α+ = + = → = → = −α1 1 1  

v  : خطي مرتبه اول ' av b v ' a( )v b( )→ + = → + −α = −α
−α

1 11  
  xمعادله خطي برحسب ) 2
  

y   :مثال   ' , y( )
y x

= =
+
1 1  
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dy  :حل dx x y x ' x y
dx y x dy

= → = + → − =
+
1  

y  همگن
hx ' x x e− = → =  

 
y y y

p

y

u 'e y u ' ye u (y )e x (y )

x Ce y ; o Ce C x e y
e e

− −= → = → = − + → = − +

→ = − − = − − → = → = − −2

1 1
2 21 1 1 1

 

dله مرتبه دوم به فرم معاد) 3 y f (y)
dx

+ =
2
  )معادله موج ساده (2

dبا تغيير متغير  y dp dyp , p
dy dxdx

= =
2
  . قابل حل است2

zتغيير متغير ) 4 g (x)−= x يا 1 g(z)=  
  .رسيم ح داده شده ميهاي قابل حل توضي در بعضي معادلات با اين تغيير متغير، به حالت

   :توجه داشته باشيد كه
'

' z
x '

z

ydy dy dx y
dx dz dz g

= ⇒ = 

  
  


